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Ozete
Bu @lismada simetrik alfa-kararli (8K ) giriiltiide gzlemlenen bir siiizoitin KAK''ye dayall ge-
nellegiriimis ortak degjigm katsayilari (GODEK) matrisinirdzanalizi ve,oklu sinyal ayrjarma-
sI (MUSIC) yntemiyle bulunan siklk kestiriminin istatistiksiellikleri, kestirimin histogrami in-
celenerek argsrilmistir. Bu histogramin, karakteristilisteli ve ortalamasi toplanirigiltininkiler-
le ortigen ve sadimi genellesrilmis sinyal dirtltil orani (GSGO) ve veri uzurguinunistel birer
isleviyle azalan bir &K dagilmla modellenebildji gosterilmigir.

1 Giris

Sintizoidal siklik kestirimindeki,oju galigma toplanir gfultintin Gauss dgilimina sahip oldgtinu
varsaymaktadir. Fakatugiltl Gauss-olmayangZzellikle etekleri dolu bir dgilim sinifindaysa veya
durttin bir dagasi varsa, Gausagiltiisi varsayimina dayanan parametre kestiricilereloasz olurlar.

Durtiin gurdltt sirederi kararh dajilimlarla modellenebilirler. Bér sinyal ok sayida bgimsiz ve
remi’'ne gore kararli bir dgilim olacaktir [1]. Ayrica kararli dalimlar limitlerinde Gauss daalimini da
kapsamaktadirlar.

Eger toplanir grtlti etekleri dolu bir dgilima sahipse verinin ortak-gisim (covariation [2]) kat-
sayilarini (ODEK) kullanan siklik kestiricileri Gaussrgltusi varsayimina dayanan verinin ikinci ker-
teden istatistiklerinilK 1) kullanan kestiricilerden daha parsli olmaktadirlar.

ODEK’ler ilk kez [3]'te Coklu Sinyal Ayrigirmasi (MUSIC) yinteminde kullanilarak geligonti ke-
stirimi problemine uygulanmts. Daha sonra Kesirli Alak Kertelilstatistije (KAKI) dayali MUSIC

gbzlemlenen oklu ton sinyallerinin sikliklarinin KAKtabanli altuzay teknikleriyle kestirimi yapiltis

Bu caligmalarin hepsinin ortak noktasi sinuzoitlerintSbir stirecolarak modellenmesidir. Daha sonra
[5]'te genellesiriimis ODEK’lerin (GODEK) kullanimionerilmisve GODEK’lerin hem sinyal bilg=ni-
nin rasgele evreli sinuzoitler, hem debajlanimli (autoregressive) biro& stirecolarak kabul edileagi™
altuzay teknikleriyle kullanilabile@g gosterilmigir. Ayrica SaK grilti ortamindaki sinZoitlerin birim
kerteli GODEK matrisleri, Gaussuglltudeki sinizoitlerin ortak-dgisinti matrislerine benzer yapidadir.



Bu caligmada birim kerteli GODEK matrisi olusrularak, &K gurtltude gzlemlenen tek bir si-
niizoitin KAKI-MUSIC ile kestirilen siklik parametresinin istatistikseellikleri arasirilacaktir. 2.
bélumde K dagilimlar kisaca anlatiimis. 3. bolumde GODEK’lerin siklik kestirimi problemine
uygulanmasi anlatiimis. 4. bolumtinde ise benzetimatigmalariyla siklik kestirimi histograminina&
bir dagilimla nasil modellenebilegéanlatiimaktadir. Son olarak ®himde vargilar bildiriimektedir.

2 SaK Dagilimlar

Simetrik a-kararh (S2K) dagihmlar kararh dgilimlarin anemli bir altsinifini olysururlar. SK bir
dagihmin karakteristikustelia, (0 < a < 2); konum parametresi, (—oo < § < o0) ve sadimi v,
(v > 0) ile gosterildginde SxK bir degiskenin karakteristik jvi

P(w) = exp {jow — v|w|*} (1)

seklinde verilir. S¥K dagilimlarin yalnizcg < « kertesinden momentleri tanimlidir. Buzden verinin
IK I'lerine dayali kestirim phtemleri uygulanamaz. Bizim KAKI'lerin kullaniimasidir [1].Iki tane
ortak SK, gergel ve sadimlari -, vey, olan rastlantisal dgskenin ODEK’i

_ [X)Y],  EXY<PT>]

= = 1< . 2
seklinde verilir. Burada<P~!> = |Y|P~!signum(Y’) ve
1 forY >0,
signun(Y’) = 0 forY =0, 3)
-1 forY <0.

olarak tanimlanmtsr ve ortak-dgisim katsayisinin bu taninli < p < « oldujundap’'den bajimsizdir
[7].

3 Siklik Kestirimi ve Genellegirilmis, Ortak-Degisim Katsayilari

Sinyal gerel sintizoidallerin toplamindan o|asakta,

K
Sy = Z Agsin(wgn + 0) (4)
k=1

ve toplanir &K guriltd ortaminda gZlemlenmektedir:
Ty = Sp + 2n n=1,---,N. (5)

Burada bilinmeyen parametrelerin k’inci ton sinyalnigenlik 4, ton siklgi wy ve evre acsi 6, oldugu
varsayllmjsir. N veri drneklerinin sayisiniK ton sinyallerinin sayisini @stermektedir.z, ve z, ise
gbzlemlenen diziX,, ve SaK guriltt dizisi Z,’nin gergeklenimleridir.

Sintizoidal sikliklarin kestiriimesi.ia (2)'deki KAKI'ye dayall ODEK'lerden esinlenerek [5]'de
onerilen ve uygulandui'rasgele grederin degilimlari tizerinde bir sinirlama getirmeyen geniiiélnis
ODEK’ler (GODEK) kullanilabilir. ki rasgele dgisken X ve Y’nin GODEK'i
E[Xy<p—1>]

EvpE 0<p<a, (6)

Axy(p) =



seklinde hesaplanir. (4) ve (5)'in (6)'ya yertedmesi ile X,, ile X;’nin GODEK’i

K
)\p(Xn,Xl) = )\Xle (p) = F { (Z Az sin{wm + @Z} + Zn> (7)

=1

K <p—1>
. (Z Aj sin{w]-l + @]} + Zl>

j=1
p\ —1

| (E )

olur. Bu egtligin saj tarafindaki ikinci terimin dgrusal olmamasi nedeniyle genailiegerleri icin kapa-

Il formda bir @ztim elde etmek mrnktin degildir. Ancakp = 1 olarak seédiginde ettlik sadelegirilerek

K
Z Aj sin{wjl + 9]} + Zl
j=1

K K
)\Xn,Xl (p)|p:1 = F { (Z A; sin{win + @z} + Zn) . signum(z Aj sin{wjl + 6]} + Zl) }
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elde edilmektedir. [5]'te &K gurultide gzlemlenen rasgele evreli bir sinditin GODEK’lerinin

Ao X, (P)] oy = Crcos{wr(n — 1)} + PLD oy ©)

olarak bulundgu gosterilmektedir. Buradg ve Pz(,l) sabit katsayilar olup toplanir beyamrgltinin
SaK dagilimina balidirlar ve é,; ise Kronecker delta’dir. Ayni makalede sivitlerin sayisinin iki
oldugu durumda da benzer bir ifadenin elde edjldjdsteriimekte veK adet sinizoit SaK giriltide
gozlemlendginde dizinin GODEK’lerinin

K
Ao X1 (P)] ey = Y ok cos{wi(n — 1)} + P, (10)
k=1

olarak elde edileagi“belirtiimektedir. Bu e#likte {g.,k = 1,..., K }Har pozitif gerel sabitler olup
toplanir $yK gordltintin o’sinin ve sinizoitlerin genliklerinin dgfusal olmayan bir fonksiyonu olarak
degismektedir. (10) yaygin olarak bilinen toplanir beyaz Gaussgilflide gzlemlenen sinZoitlerin
IK I'leri olan ortak-dejisinti matrisleriyle benzer yapidadir.dglecep = 1 degeri igh GODEK matrisi
CxM = {x(n,1), n,l =1,..., M} olarak olysurulur.

GODEK matrisi $K stireder icin IK I'ye dayali ortak-degisinti matrisinin Gausssreder icin tag-
digina benzer bir anlam tasaktadir. GODEK matrisineZayrigirma uygulandyinda, lytk 6zdegerler
sinyal altuzayiozvekotrlerine ait olmakta, @djér 6zvekorler ise girliltd altuzayini olygirmaktadirlar.
Boylece GODEK matrisine uygulanan lizdnaliz sonrasinda uygun bir sinyal ya daldti altuzay! tek-
nigi ile sinyal parametreleri kestirilebilir. GODEK matrisinin bakndi olmadgina dikkat edilmelidir.
Bu ylizdenozanaliz daha zor|asakta ve Gaussuséder icin geligirilmis olan birak altuzay parametre
kestirim teknikleri alfa-kararlisreder icin uygulanamaz olmaktadir.
siklik parametresi kestirimlerinin istatistikseréllikleri dahaonce arasrilmigtir [8, 9]. Siklk kes-
tirimi probleminde kestirimlerin sonusdaki 6zellikleri belirlenirkenorneklem ortak-dgiSinti matrisi
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stirimi histogrami ve buna uydurulana® olasilk stirimi histogrami ve buna uydurulana® olasilk
dagihimlari. a: histogram, b: en uygurn® dagilim dagihimlari. a: histogram, b: en uygurn® dagilim
(o, = 1.001), c: enuygun 8K dagilim (o, = 1.3), (e, = 1.5), ¢: enuygun 8K dagihm («.,,, = 1.001),
d: enuygun 8K dagilim (o, = 2, Gauss) i/ = 20, d: en uygun 8K dagilim (o, = 2, Gauss) i/ = 20,
N =50, , 100000 gfiiltti ve faz gereklesmi) N =50, , 100000 giiltl ve faz gereklesmi)

olugurmakta kullanilan veri vektlerinin istatistiksel olarak lgamsiz olmamalari yZlinden daha zor-
dur [8]. Béylece bu,alignada &K guriltii ortaminda gZlemlenen bir sinZoidin siklik parametresi ke-
stirimlerinin histogramlari &K bir dagilimla modellenmjstoplanir SvK gurtltintin parametrelerindeki
degisimlerin kestirimin histogramina uyam& modelin parametreletiZerindeki etkisi arggiimistir.

4 Benzetim Galigmalari

Bu calismada KAKI-MUSIC ydntemi ile $vK guriiltt ortamindaki kestirilen geet bir sinizoitin siklik
parametresinin istatistikselzéllikleri arasirilacaktir. KAK-MUSIC siklik kestirimi0 < p < « arali-
gindakip dejerleri idn C&p) = {j\p(n, ), n,l =1,..., M}, olarak gsterilen ve(n, [)’inci eleman
Syl = o, x, ) = i XSO )
e X P
seklinde verilenorneklem GODEK matrisineZvektr ayrigirmasi uygulanarak,
1

S g 1A%
ifadesindeki KAK-MUSIC spektrumunun tepe defi olarak bulunur. Buradd karmask sintizoidal
vektor d = [1 exp {jw} --- exp {jw(M — 1)}]" ve {¥;,i = 2K + 1,...,M} en Kigik M — 2K

cndl=1,....,M, (11)

KAK I-CSA(w) = (12)

devrik ve devrik jgemlerini gostermektedir.

Benzetimlerde aksi belirtiimedigiuséce N = 50, benzetim wrltlimlerinin sayisi 100000, tek
sintizoitin dizgelenmjsagsal siklgi w = « = 0.8dir. Histogramlara uydurulan & dagilhimlarin
hesaplanmasinda [10]'dmérilen yYontem kullaniimygr.

4.1 Kestirim histogramina en uygun SK modelin belirlenmesi

Sekil 1'de karakteristikustelia, = 1.001 olan toplanir &K gurultudeki KAKI'ye dayali MUSIC ke-
stirimlerinin histogrami ve bu histogranag, degerlerini sabitleyerek elde edilen uyguntSdagilimlar
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gorilmektedir. Birbirleriyle karjsrilmalarinionlemek ién toplanir girtltiintin ve histograma uydurulan
SaK dagihm modelinin karakteristikiStellerio, ve a4y, ile gosterilecektir., 8kilde histograma uydurulan
SaK dagihmlarin o, parametreleri 1.001, 1.5 ve 2'dir. Her bink& olasilik yogunlugu idevinin kesti-
rim histogramina en iyi uyan saenlisi olarak her noktadaki farklarin mutlak gierTerinin toplamini en
kuclik yapan saéim parametresi sdmistir. Sekilde oy, = a4 = 1.001 oldugunda en uygun @alimin
saglandg gorilmektedir.ay, = ay = 1.001 oldugunda kestirim histograminin engenilir olan yiksek
genlikli degerlerinde en byuk uyum sglanmigir. Sekil’'de “c” egrisiyle gisterilenSa K |,, -1 3 (karak-
teristik tstelic, = 1.3 olan S¥K olasilik yogunlugu idevi) dlgiik genlikli histogram dgérlerine daha iyi
uymakla birlikte, bu olasilik ygtinlugunun aldgi yiiksek dgérlerde uyum basimiSaK |, —1.01'den
daha disiik olmugur. Ozellikle o,,, = 2 ile elde edilen ve histograma en iyi uyan Gausgitiminin bile
kestirimin dajilimindan ne kadar farkli oldwna dikkat edilmelidir.

Kestirim histogramina en iyi uyana dagihmin oy, = oy durumunda sgianmasininy, = 1.001
olan bir 6zel durum olmadyini gostermekuzere kil 2'de oy = 1.5 ile elde edilen kestirim his-
togrami ve dgisik «,,, parametreleriyle elde edilen ve bu histograma en iyi uyaK 8lasilik yogunluk
iglevleri gizdirilmistir. Bu benzetimde dey,, = a, = 1.5 i¢in digerlerinden daha iyi bir hasim
saglandg gortimektedir. Baka o, degerleri idn de benzer sondar alinmigir.

4.2 Histograma uyan $iK dagilim sagliminin GSGO ve veri uzunluguna bagh degisimi

Onceki deneylerde siklik kestirimi histogramina en iyi uyakSlagilimin oy, = a4 oldugunda sglan-
digini gordtikten sonra bu kestirimin sdeninin genelle8rilmis sinyal girilti orant GSGO'ya bgli ola-
rak nasil dgistigi incelenmigir. Sekil 3'te gorildigu gibi KAKI-MUSIC siklik kestirimi histogramina
en iyi uyan $K dagilimin sadimi GSGO artarkemistel bir idevle azalmaktadir.

Sekil 4'te veri uzunlgunun kestirim histogramina en iyi uyam& dagilimin saehim parametresi
Uzerindeki etkisi gitilmektedir. Toplanir Gaussugiltideki MUSIC siklik kestiriminde oldgd gibi,
toplanir S¥K guriltiideki KAKI-MUSIC kestiriminin sadim veya olgcek parametresi veri uzurgu”
artignin tistel bir igeviyle kictlmektedir.



5 Vargilar

Bu calignada daharice [5]'de g@sterilen &K toplanir giriiltiide gzlemlenen sinZoitlerin birinci ker-
teden GODEK’lerinin olygirduju matrisinoz-analizinde|K I've dayali ortak-dgisinti matrisleriyle,
katsayilar farkli olmakla birlikte, ayni ifadelerin elde edilmesinden yolalarak benzer ekilde is-
tatistikselozelliklerinin bulunmasi amdanmidir. Ancak toplanir gitltuntin genel bir &K dagilimdan
olmasi nedeniyle, GODEK lerin kullanilgi KAKI-MUSIC kestiriminin histograminin modellenmesine
cahglmigtir. Benzetim alignalari sonucunda siklik kestirimi histogramlarinin, karakterigsieli ve
ortalamas(« > 1) siklik parametresiylertlisen, sadimi ise GSGO ve veri uzungununustel idevleri
ile azalan bir &K dagilimla basiriyla modellenebileg gosterilmigir.
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