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Özetçe

Bu çalışmada simetrik alfa-kararlı ( S�K ) gürültüde g̈ozlemlenen bir sin̈uzoitin KAK̇I’ye dayalı ge-

nelleştirilmiş ortak děgişim katsayıları (GODEK) matrisinin̈ozanalizi ve c¸oklu sinyal ayrıs¸tırma-

sı (MUSIC) ÿontemiyle bulunan sıklık kestiriminin istatistikselözellikleri, kestirimin histogramı in-

celenerek aras¸tırılmıştır. Bu histogramın, karakteristik̈usteli ve ortalaması toplanır g̈urültününkiler-

le örtüşen ve sac¸ılımı genelles¸tirilmiş sinyal g̈urültü oranı (GSGO) ve veri uzunluǧununüstel birer

işleviyle azalan bir S�K daǧılımla modellenebildǐgi gösterilmiştir.

1 Giriş

Sinüzoidal sıklık kestirimindeki c¸oǧu çalışma toplanır g¨urültünün Gauss daˇgılımına sahip olduˇgunu

varsaymaktadır. Fakat g¨urültü Gauss-olmayan, ¨ozellikle etekleri dolu bir daˇgılım sınıfındaysa veya

dürtün bir doǧası varsa, Gauss g¨urültüsü varsayımına dayanan parametre kestiricileri bas¸arısız olurlar.

Dürtün gürültü süreçleri kararlı daǧılımlarla modellenebilirler. Eˇger sinyal c¸ok sayıda baˇgımsız ve

eşdeǧer daǧılımların toplamı olarak d¨uşünülebiliyorsa, bu daˇgılım Genelles¸tirilmiş Merkezi Limit Teo-

remi’ne göre kararlı bir daˇgılım olacaktır [1]. Ayrıca kararlı daˇgılımlar limitlerinde Gauss daˇgılımını da

kapsamaktadırlar.

Eǧer toplanır g¨urültü etekleri dolu bir daˇgılıma sahipse verinin ortak-deˇgişim (covariation [2]) kat-

sayılarını (ODEK) kullanan sıklık kestiricileri Gauss g¨urültüsü varsayımına dayanan verinin ikinci ker-

teden istatistiklerini (̇IK İ) kullanan kestiricilerden daha bas¸arılı olmaktadırlar.

ODEK’ler ilk kez [3]’te Çoklu Sinyal Ayrıştırması (MUSIC) yönteminde kullanılarak gelis¸ yönü ke-

stirimi problemine uygulanmıs¸tır. Daha sonra Kesirli Alc¸ak Kerteliİstatistiǧe (KAKİ) dayalı MUSIC

(KAK İ-MUSIC) olarak adlandırabileceˇgimiz bu yöntem [4]’te alfa-kararlı g¨urültü ortamında g¨ozlemle-

nen bir sinüzoitin sıklık parametresinin kestirilmesinde kullanılmıs¸tır. [6]’da ise alfa-kararlı g¨urültüde

gözlemlenen c¸oklu ton sinyallerinin sıklıklarının KAK̇I tabanlı altuzay teknikleriyle kestirimi yapılmıs¸tır.

Bu çalışmaların hepsinin ortak noktası sinuzoitlerin S�K bir süreçolarak modellenmesidir. Daha sonra

[5]’te genelleştirilmiş ODEK’lerin (GODEK) kullanımıönerilmişve GODEK’lerin hem sinyal biles¸eni-

nin rasgele evreli sinuzoitler, hem de ¨ozbaǧlanımlı (autoregressive) bir S�K süreçolarak kabul edileceˇgi

altuzay teknikleriyle kullanılabileceˇgi gösterilmiştir. Ayrıca S�K gürültü ortamındaki sin¨uzoitlerin birim

kerteli GODEK matrisleri, Gauss g¨urültüdeki sinüzoitlerin ortak-deˇgişinti matrislerine benzer yapıdadır.



Bu çalışmada birim kerteli GODEK matrisi olus¸turularak, S�K gürültüde gözlemlenen tek bir si-

nüzoitin KAKİ-MUSIC ile kestirilen sıklık parametresinin istatistiksel ¨ozellikleri araştırılacaktır. 2.

bölümde S�K daǧılımlar kısaca anlatılmıs¸tır. 3. bölümde GODEK’lerin sıklık kestirimi problemine

uygulanması anlatılmıs¸tır. 4. bölümünde ise benzetim c¸alışmalarıyla sıklık kestirimi histogramının S�K

bir daǧılımla nasıl modellenebileceˇgi anlatılmaktadır. Son olarak 5 b¨olümde vargılar bildirilmektedir.

2 S�K Daǧılımlar

Simetrik �-kararlı (S�K) daǧılımlar kararlı daˇgılımların önemli bir altsınıfını olus¸tururlar. S�K bir

daǧılımın karakteristik ¨usteli�, �� � � � ��; konum parametresiÆ, ��� � Æ � �� ve sac¸ılımı �,

�� � �� ile gösterildiǧinde S�K bir deǧişkenin karakteristik is¸levi
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şeklinde verilir. S�K daǧılımların yalnızca� � � kertesinden momentleri tanımlıdır. Bu y¨uzden verinin

İK İ’lerine dayalı kestirim y¨ontemleri uygulanamaz. Bir c¸özüm KAK̇I’lerin kullanılmasıdır [1].İki tane

ortak S�K, gerçel ve sac¸ılımları �� ve�� olan rastlantısal deˇgişkenin ODEK’i
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olarak tanımlanmıs¸tır ve ortak-deˇgişim katsayısının bu tanımı� � � � � olduǧunda�’den baǧımsızdır

[7].

3 Sıklık Kestirimi ve Genelleştirilmiş Ortak-Deǧişim Katsayıları

Sinyal gerc¸el sinüzoidallerin toplamından olus¸makta,
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ve toplanır S�K gürültü ortamında g¨ozlemlenmektedir:

�
 � �
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 � � �� � � � � �� (5)

Burada bilinmeyen parametrelerin k’ıncı ton sinyali ic¸in genlik��, ton sıklıǧı�� ve evre ac¸ısı�� olduǧu

varsayılmıs¸tır. � veri örneklerinin sayısını,� ton sinyallerinin sayısını g¨ostermektedir.�
 ve �
 ise

gözlemlenen dizi

 ve S�K gürültü dizisi�
’nin gerçeklenimleridir.

Sinüzoidal sıklıkların kestirilmesi ic¸in (2)’deki KAKİ’ye dayalı ODEK’lerden esinlenerek [5]’de

önerilen ve uygulandıˇgı rasgele s¨ureçlerin daǧılımları üzerinde bir sınırlama getirmeyen genelles¸tirilmiş

ODEK’ler (GODEK) kullanılabilir. İki rasgele deˇgişken
 ve� ’nin GODEK’i
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şeklinde hesaplanır. (4) ve (5)’in (6)’ya yerles¸tirilmesi ile
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olur. Bu eşitli ǧin saǧ tarafındaki ikinci terimin doˇgrusal olmaması nedeniyle genel� deǧerleri icin kapa-

lı formda bir ç̈ozüm elde etmek m¨umkün deǧildir. Ancak� � � olarak sec¸ildi ǧinde es¸itlik sadeleştirilerek
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elde edilmektedir. [5]’te S�K gürültüde gözlemlenen rasgele evreli bir sin¨uzoitin GODEK’lerinin
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olarak bulunduˇgu gösterilmektedir. Burada�� ve � ���
�� sabit katsayılar olup toplanır beyaz g¨urültünün

S�K daǧılımına baˇglıdırlar ve Æ

 ise Kronecker delta’dır. Aynı makalede sin¨uzoitlerin sayısının iki

olduǧu durumda da benzer bir ifadenin elde edildiˇgi gösterilmekte ve� adet sin¨uzoit S�K gürültüde

gözlemlendiǧinde dizinin GODEK’lerinin
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olarak elde edileceˇgi belirtilmektedir. Bu es¸itlikte ���� � � �� � � � ���lar pozitif gerçel sabitler olup

toplanır S�K gürültünün�’sının ve sinüzoitlerin genliklerinin doˇgrusal olmayan bir fonksiyonu olarak

deǧişmektedir. (10) yaygın olarak bilinen toplanır beyaz Gauss g¨urültüde gözlemlenen sin¨uzoitlerin

İK İ’leri olan ortak-deǧişinti matrisleriyle benzer yapıdadır. B¨oylece� � � deǧeri için GODEK matrisi

��

��� � �	���� ��� �� � � �� � � � ��� olarak oluşturulur.

GODEK matrisi S�K süreçler için İK İ’ye dayalı ortak-deˇgişinti matrisinin Gauss s¨ureçler için taşı-

dıǧına benzer bir anlam tas¸ımaktadır. GODEK matrisine ¨ozayrıştırma uygulandıˇgında, büyük özdeǧerler

sinyal altuzayı ¨ozvektörlerine ait olmakta, diˇger özvektörler ise gürültü altuzayını olus¸turmaktadırlar.

Böylece GODEK matrisine uygulanan bir ¨ozanaliz sonrasında uygun bir sinyal ya da g¨urültü altuzayı tek-

niǧi ile sinyal parametreleri kestirilebilir. GODEK matrisinin bakıs¸ımlı olmadıǧına dikkat edilmelidir.

Bu yüzdenözanaliz daha zorlas¸makta ve Gauss s¨ureçler için geliştirilmiş olan birçok altuzay parametre

kestirim teknikleri alfa-kararlı s¨ureçler için uygulanamaz olmaktadır.

Gauss g¨urültü ortamında gelis¸ yönü ve sıklık kestirimi problemlerinde uygulanan MUSIC y¨ontemiyle

sıklık parametresi kestirimlerinin istatistiksel ¨ozellikleri daha ¨once aras¸tırılmıştır [8, 9]. Sıklık kes-

tirimi probleminde kestirimlerin sonus¸urdaki özellikleri belirlenirkenörneklem ortak-deˇgişinti matrisi
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Şekil 1: �� � ����� iken KAKİ-MUSIC sıklık ke-

stirimi histogramı ve buna uydurulan S�K olasılık

dağılımları. a: histogram, b: en uygun S�K dağılım

(�� � �����), c: en uygun S�K dağılım (�� � ���),

d: en uygun S�K dağılım (�� � �, Gauss) (� � ��,

� � ��, , 100000 g¨urültü ve faz gerc¸ekleşimi)
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Şekil 2: �� � ��� iken KAKİ-MUSIC sıklık ke-

stirimi histogramı ve buna uydurulan S�K olasılık

dağılımları. a: histogram, b: en uygun S�K dağılım

(�� � ���), c: en uygun S�K dağılım (�� � �����),

d: en uygun S�K dağılım (�� � �, Gauss) (� � ��,

� � ��, , 100000 g¨urültü ve faz gerc¸ekleşimi)

oluşturmakta kullanılan veri vekt¨orlerinin istatistiksel olarak baˇgımsız olmamaları y¨uzünden daha zor-

dur [8]. Böylece bu c¸alışmada S�K gürültü ortamında g¨ozlemlenen bir sin¨uzoidin sıklık parametresi ke-

stirimlerinin histogramları S�K bir daǧılımla modellenmis¸, toplanır S�K gürültünün parametrelerindeki

deǧişimlerin kestirimin histogramına uyan S�K modelin parametreleri ¨uzerindeki etkisi aras¸tırılmıştır.

4 Benzetim Çalışmaları

Bu çalışmada KAK̇I-MUSIC yöntemi ile S�K gürültü ortamındaki kestirilen gerc¸el bir sinüzoitin sıklık

parametresinin istatistiksel ¨ozellikleri araştırılacaktır. KAK̇I-MUSIC sıklık kestirimi� � � � � aralı-

ǧındaki� deǧerleri için �����
� � ��	���� ��� �� � � �� � � � ���� olarak gösterilen ve��� ��’inci elemanı
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şeklinde verilenörneklem GODEK matrisine ¨ozvektör ayrıştırması uygulanarak,

KAK İ-ÇSA��� �
���
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� (12)

ifadesindeki KAK̇I-MUSIC spektrumunun tepe deˇgeri olarak bulunur. Burada� karmaşık sinüzoidal

vektör � � 	� ��� ���� � � � ��� ����� � ���
� ve ����� � � �� � �� � � � ��� en küçük � � ��

özdeǧere ait kestirilen g¨urültü altuzayı kolon ¨ozvektörlerdir. Burada ¨usteller� ve  , karmas¸ık eşlenik

devrik ve devrik işlemlerini göstermektedir.

Benzetimlerde aksi belirtilmedigi s¨urece� � ��, benzetim y¨urütümlerinin sayısı 100000, tek

sinüzoitin düzgelenmis¸ açısal sıklıǧı � � �� � ���’dir. Histogramlara uydurulan S�K daǧılımların

hesaplanmasında [10]’de ¨onerilen yöntem kullanılmıs¸tır.

4.1 Kestirim histogramına en uygun S�K modelin belirlenmesi

Şekil 1’de karakteristik ¨usteli�� � ����� olan toplanır S�K gürültüdeki KAKİ’ye dayalı MUSIC ke-

stirimlerinin histogramı ve bu histograma�� deǧerlerini sabitleyerek elde edilen uygun S�K daǧılımlar
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Şekil 3: KAK İ-MUSIC sıklık kestirimi histogramına

en uygun S�K dağılımın sac¸ılımı �’nın toplanır S�K

gürültünün GSGO’suna ba˘glı değişimi (� � ��,

� � ��, 100000 g¨urültü ve faz gerc¸ekleşimi)
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Şekil 4: KAK İ-MUSIC sıklık kestirimi his-

togramına en uygun S�K dağılımın sac¸ılımı �’nın

veri uzunluğuna ba˘glı değişimi (� � ��, ���� �

�dB, 100000 g¨urültü ve faz gerc¸ekleşimi)

görülmektedir. Birbirleriyle karıs¸tırılmalarınıönlemek için toplanır gürültünün ve histograma uydurulan

S�K daǧılım modelinin karakteristik ¨ustelleri�� ve�� ile gösterilecektir. S¸ekilde histograma uydurulan

S�K daǧılımların�� parametreleri 1.001, 1.5 ve 2’dir. Her bir S�K olasılık yoǧunluǧu işlevinin kesti-

rim histogramına en iyi uyan sac¸ılımlısı olarak her noktadaki farkların mutlak deˇgerlerinin toplamını en

küçük yapan sac¸ılım parametresi sec¸ilmiştir. Şekilde�� � �� � ����� olduǧunda en uygun daˇgılımın

saǧlandıǧı görülmektedir.�� � �� � ����� olduǧunda kestirim histogramının en g¨uvenilir olan yüksek

genlikli deǧerlerinde en b¨uyük uyum saˇglanmıştır. Şekil’de “c” eǧrisiyle gösterilen!�� ������� (karak-

teristik üsteli�� � ��� olan S�K olasılık yoǧunluǧu işlevi) düş̈uk genlikli histogram deˇgerlerine daha iyi

uymakla birlikte, bu olasılık yoˇgunluǧunun aldıˇgı yüksek deˇgerlerde uyum bas¸arımı!�� ���������’den

daha d¨uş̈uk olmuştur. Özellikle�� � � ile elde edilen ve histograma en iyi uyan Gauss daˇgılımının bile

kestirimin daǧılımından ne kadar farklı olduˇguna dikkat edilmelidir.

Kestirim histogramına en iyi uyan S�K daǧılımın�� � �� durumunda saˇglanmasının�� � �����

olan bir özel durum olmadıˇgını göstermek ¨uzere Şekil 2’de �� � ��� ile elde edilen kestirim his-

togramı ve deˇgişik �� parametreleriyle elde edilen ve bu histograma en iyi uyan S�K olasılık yoǧunluk

işlevleri çizdirilmiştir. Bu benzetimde de�� � �� � ��� için diǧerlerinden daha iyi bir bas¸arım

saǧlandıǧı görülmektedir. Bas¸ka�� deǧerleri için de benzer sonuc¸lar alınmıştır.

4.2 Histograma uyan S�K daǧılım saçılımının GSGO ve veri uzunluǧuna bǎglı deǧişimi

Önceki deneylerde sıklık kestirimi histogramına en iyi uyan S�K daǧılımın�� � �� olduǧunda saˇglan-

dıgını gördükten sonra bu kestirimin sac¸ılımının genelles¸tirilmiş sinyal gürültü oranı GSGO’ya baˇglı ola-

rak nasıl deˇgiştiǧi incelenmiştir. Şekil 3’te görüldüǧü gibi KAKİ-MUSIC sıklık kestirimi histogramına

en iyi uyan S�K daǧılımın sac¸ılımı GSGO artarken ¨ustel bir işlevle azalmaktadır.

Şekil 4’te veri uzunluǧunun kestirim histogramına en iyi uyan S�K daǧılımın sac¸ılım parametresi

üzerindeki etkisi g¨orülmektedir. Toplanır Gauss g¨urültüdeki MUSIC sıklık kestiriminde olduˇgu gibi,

toplanır S�K gürültüdeki KAKİ-MUSIC kestiriminin sac¸ılım veya ölçek parametresi veri uzunluˇgu

artışının üstel bir işleviyle küçülmektedir.



5 Vargılar

Bu çalışmada daha ¨once [5]’de gösterilen S�K toplanır gürültüde gözlemlenen sin¨uzoitlerin birinci ker-

teden GODEK’lerinin olus¸turduǧu matrisinöz-analizinde,̇IK İ’ye dayalı ortak-deˇgişinti matrisleriyle,

katsayıları farklı olmakla birlikte, aynı ifadelerin elde edilmesinden yola c¸ıkılarak benzer s¸ekilde is-

tatistikselözelliklerinin bulunması amac¸lanmıştır. Ancak toplanır g¨urültünün genel bir S�K daǧılımdan

olması nedeniyle, GODEK’lerin kullanıldı ˇgı KAKİ-MUSIC kestiriminin histogramının modellenmesine

çalışılmıştır. Benzetim c¸alışmaları sonucunda sıklık kestirimi histogramlarının, karakteristik ¨usteli ve

ortalaması�� � �� sıklık parametresiyle ¨ortüşen, sac¸ılımı ise GSGO ve veri uzunluˇgununüstel işlevleri

ile azalan bir S�K daǧılımla başarıyla modellenebileceˇgi gösterilmiştir.
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