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Bu caligmada, toplanir beyaz Gauss gurulti ortamindaki siniizoidal ton sinyallerinin
veriye uyarlanir bigimde onstuzgeclendiginde, sinyal parametrelerinin kestiriminin iyilegtirile-
bilecegi, Cramer-Rao alt sinirlarinin (CRAS) distirilebilecegi gosterilmigtir. Tek ton sinyali
ve iki ton sinyali icin Onsiizgeclenmis durumda CRAS’lar bulunmustur. Bu iyilesmenin
suzgecin merkez siklig1 gurultili veriden kestirildigi durumlarda bile saglanmakta oldugu
gorulmustir.

1 Giris

Toplanir beyaz Gauss giiriiltii ortaminda kisa bir veri kaydindan ton tipindeki sinyallerin para-
metrelerinin kestirimi problemi, sayisal sinyal iglemenin kuraminda ve uygulamasinda hala giin-
celligini siirdirmektedir [1, 2, 3]. Bircok uygulamada ton sikliklarinin siklik bélgesindeki yaklagik
yeri (DTMF: Dual Tone Multifrequency Receiver, cift ton ¢oklu siklik almaclarda oldugu gibi)
bilinmektedir ya da bir dn-analiz ile, s6zgelimi, verinin Ayrik Fourier Doéniisimi’ndeki (AFD)
tepe noktalarini belirleyerek kestirilebilir [4, 5]. Bu durumlarda giiriiltiili sinyalin tahmin edilen
ton sikliklarinin yoresinde dar bant Onsiizgeclenmesi yoluyla siklik kestiriminin iyilesmesi bek-
lenebilir. En genel olarak sinyal gercel siniizoidallerin toplamindan olusan,

L

Sp = Z Agsin(wgn + k) (1)
k=1

ve toplanir beyaz Gauss giiriilti ortaminda gézlemlenen,

Tpn=5,+e, mn=1,---,N (2)
olarak tamimlamir. Burada {e,} bagimsiz 6zdes dagihml, sifir ortalamali ve degisintisi o2 olan
bir gercel Gauss raslantisal degisken dizisini, N veri érneklerinin sayisini, L ton sinyallerinin
sayisini gostermektedir. Bilinmeyen parametrelerin k’inci ton sinyali icin genlik Ay, ton siklig:

wy, ve evre acisi 0 oldugu varsayilmigtir.
Onerilen yontemin agamalar: sunlardir:

1. AFD’deki tepe noktalarinin belirlenmesi yolu benzeri bir 6nanaliz ile siniizoidal siklik
degerlerini kabaca kestirmek.

2. Kestirilen siklik degeri hakkindaki bilgi kullanilarak, bu siklik ve yakinindaki siklik bilegen-
lerini geciren bir bant-geciren siizge¢ olusturulmas: ve (2)’deki isaretin siizgeclenmesi.

3. Sinyal parametrelerini kestirmek iizere siizgeclenmis veriyi kullanan yetenekli bir kestirici-
nin (modele dayal kestiriciler gibi) kullanilmas:.

*Bu caligma TUBITAK tarafindan EEEAG-83 ve EEEAG-139 sayili projeler kapsaminda desteklenmektedir.



2 (")nsiizgeglenmi_s; CRAS’larin Bulunmasi

Bilindigi gibi parametrik bagimlilig: olmayan bir siizgegle yapilan dogrusal bir stizgecleme CRAS’-
larda herhangi bir iyilestirme yaratamaz [6]. Ancak buradaki dnsiizgecleme veriye uyarlanir
oldugundan dogrusal-olmayan bir igleme kargsilik diigmektedir ve dolayisiyla CRAS’larda bir
iyileyme beklenebilir. S6z konusu stizgecleme oSnceki bolimde ana hatlarinin anlatildigr gibi
verinin analizinden spektral doruklar1 bulmaya, bu doruklara konumlanmig siizgeclerle veriyi
siziip sikhigi kestirmeye, kestirilen siklig1 geri besleyerek siizge¢ konumunu yeniden ayarlamaya
dayanir. Bu iglemler dizisi bir evre kenetlemeli déngiiyi (EKD) andirmaktadur.

Burada n'nin bilinmeyen bir parametre vektori ve y’nin de parametreleri 7 ile gosterilen
gercel bir Gauss raslantisal degisken vektori oldugunu kabul edelim. Eger u(n) ve R(n) bu
raslantisal vektoriin beklentisini ve degisinti matrisini gosteriyorsa, Fisher bilisim matrisinin
(FBM) (k,1)’inci eleman: asagidaki sekilde gosterilebilir.
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burada ()Jr karmagik eslenik devrigi gostermektedir. Parametre vektori n ise beyaz Gauss
gliriilti ile bulasmis tek bir siniizoidal sinyal icin su sekilde tanimlanir.

T w
n=|m|=|A4 (4)
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burada w, A, 0 sirasiyla sikhg, genlii ve evreyi gostermektedir. Onsiizgecleme islemini giris
veri vektorii z iizerinde bir H matrisi ile gosterirsek, cikis vektérii y = Hz olur. Burada
z = [z1---zy]T giris vektoriini, y = [y; - - -yar)T Onsiizgecin giktisini, ve H ise (N x M) boyut-
larindaki, n parametre vektorine bagimlh ve 2p 4+ 1 uzunlugundaki bir 6nslizge¢ diirti yanitina
karsihk olan evrisim matrisini gostermektedir. y’nin beklentisi ve degisintisi su sekilde ifade
edilmektedir:

E{y} = Hs = pw,A,0)

cov{y} = ?HHT = R(w, A, ). (5)

Bu tanimlarin kullanimiyla Fi ;

s\ 1 s
Ao = gr[a e (%) 7 (%))
_ % [(HHT)W (HHT)_l (HHT)w (HHT)_l]

—|—% (Hys + I—Isu,)Jr (HHT) - (Hys + Hsy) (6)

olarak verilir. Burada H, = ZH ve 5, = 6 ¢ olarak tanimlanmistir. A ve #’nin bilindigi durumda

w’nin degigintisinin CRAS"
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olmaktadir. FBM’de H matrisinin w’ya parametrik bagimhligi olmadig: durumlarda CRAS’1n
onsilizgecleme yapilmadigi durumdaki ifadeye doniistiigii goriilecektir:
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Herhangi bir A matrisi ve v vektorii icin gecerli olan
ol Av = tr [Ava]
ozdesligi kullanilarak (6) nolu esitlik
_ ! t )~ t )~
Fia = Str [(HH )w (wut) " (HH )w (#HT)

—|—%tr [(HHT)_l (Hys + Hsy,) (st—l-st)T] (7)
veya,
Fii = Fiieski + %tr [(HHT)W (HHT) B (HHT)w (HHT) _1]
+% [tr (HI (HHT)_l stsT)
+ir (HT (I—IHT)_l stsl) +tr (HI (HHT)_l Hssl)] (8)

seklinde gosterilebilir. C)nsﬁzgeglemenin CRAS’ diglirmesi igin agagidaki gekilde tanimlanan
Fy1 icin F1 1 forx'1n art1 tanimh olmas: gerekmektedir.

Fi1=Fieski + F11 fark 9)

Dikkat edilirse CRAS ifadesinde (H H T) matrisinin evrigi bulunmaktadir. Bu ifadenin evrilirligi-
ni garantilemek i¢in Onsiizge¢ matrisi H, (HHT) matrisi tam kerteli (full rank) olacak sekilde
olusturulmalidir. H matrisinin kertesi min(M,N) ile sinirh oldugundan, M < N olmalidir. Bu
ise dogrusal evrisim uygulandiginda en az 2p gecici rejim teriminin atilmas: anlamindadir. H
matrisi su sekillerde olusturulabilir:

o M=N-2p olacak sekilde dogrusal evrigim uygulanmasi. Bu se¢im biitiin gegici rejim te-
rimlerinin atilmasi anlamindadir. Bu yontemin dezavantaji atilan terimler nedeniyle bilgi
kaybina yol acmasidir.

o M=N olacak sekilde dogrusal evrisim uygulanmasi. Bu secim 2p gecici rejim teriminin
atilmas: ancak diger 2p gegici rejim teriminin saklanmas: anlamindadir. Uygun bir segim
dogrusal evrigsimin N+2p uzunlugundaki ¢iktisimin bagtan ve sondan p adet gegici rejim
teriminin atilmasidir. Bu y6ntemde atilan terimlerin yol actigi bilgi kaybi ilk yonteme
kiyasla daha azdir.

e Doéner evrisim (circular convolution) uygulanmasi. 2p terimin Ortiismesiyle veride bozul-
maya yol acmasina karsin getirdigi hesaplama kolayligi ve bu bozulmanin yol agtig: bilgi
kaybinin, M=N-2p olan dogrusal evrisimden daha az olabilmesi nedeniyle tercih edilebilir.

Doéner evrigim uygulaninca H matrisi dolamir (circulant) olacaktir. (N x N) boyutlarindaki
bu matrisin kertesi N’dir ve bu matris biitiin dolanir matrisler gibi AFD matrisi V ile agagidaki
sekilde kosegenlestirilir:

Hysner = VIDV.
Burada V, (N x N) boyutlu AFD matrisidir ve su sekilde yazilabilir:

1wyt Wy
o L1 N N Wi = e@n/N).

1 I/VI;(N—1) W]\_,(N_l)Z



Onsiizgecin diirtii yamti cift bir iglev oldugundan kdsegenel matris D gerceldir. tr(AB) =

tr(BA) ve VTV = VVJr = I ile D ve s’nin her birinin gercel olmasindan dolay1r F 1 fork su
sekilde bulunabilir:

Fyq=2tr [Df)D_z] + % {2257" [DwD_lswsT] +tr [DissT]} (10)

Daha genel durumda yani A ve § da bilinmiyorsa F'nin diger elemanlari da benzer sekilde
bulunur [7].

2.1 Iki Ton Sinyali Oldugunda FBM’nin Hesaplanmasi

Toplanir beyaz Gauss giirilti ile bulagmig iki sinuzoidal ton sinyali oldugunda ve bunlarin A,
ve A, ile 61 ve 65 olarak gosterilen genlik ve evreleri bilindiginde parametre vectori 7 sbyle

tanimlanir:
m w1
= = 11

y’nin beklentisi ve degigintisi su sekilde ifade edilmektedir:

E{y} = Hs = lu’(w17A17017w27A2702) (12)
cov{y} = 2HHT = R(wy,ws) .

Daha sonra (2 X 2) boyutlu FBM’in elemanlarindan, Fy 1 ve Fy 5, (7)’deki ifadenin aynisi olarak
yalnizca w’y1 wy veya wy ile degistirerek bulunur. Fj , asagidaki sekilde hesaplanirken,

o = de o), o) o))

+é (Huys + Hoo)D (HED) 7 (Hops + Hs,,) (13)

F51 ise bu ifadede wy ve wy’in yerlerini degistirerek bulunur. Eger H = Hgs. .. ise tek ton
durumundakine benzer kisaltmalar s6z konusudur. Fj; ve Fp, yine (10)’daki gibi w; ve wy
siklik parametresi olarak bulunur. Fj; ve F;; ise s0yle hesaplanir:

Fia=Fy = 2r Dy, Dy, D% + % {tr [D72D,, Dy, 55" |

+tr [D_lDszwl ST] + tr [D_lle Sws ST] + tr [st 351]} . (14)

3 CRAS Sonuclar: ve Yorumu

3.1 Tek Ton Durumu

CRAS’in sikhiga bagimhlig: : Sekil 1’de IGO=0dB, 6rnek sayis1 30 oldugunda Snsiizgeclen-
mig ve siizgeclenmemis verilerin CRAS’larinin sikliga bagl olarak degisimi gosterilmektedir.
Onsiizgeg verinin AFD’sinin doruklarinmn belirlenmesiyle olugturulmustur. Onsiizgecin uzunlugu
29, gilirtilti egdeger bant genigligi ise 0.42 radyandir. Bu degerler i¢in Snsiizgeclemenin tiim siklik
bandinda yaklagik olarak 2 dB dolayinda CRAS’da iyilegme sagladig: goriilmektedir.

CRAS’1n iGO’ya bagimhlig: : Sekil 2’de 6nsilizgeclemenin biitiin sikliklarda sagladigi or-
talama kazancn IGO’ya bagh olarak degisimi gosterilmistir. Ustteki egri dnsiizgecin kusursuz
onbilgi ile olusturuldugu, alttaki ise AFD analizi ile belirlendigi durumu goéstermektedir. Her
iki durumda da yiiksek IGO’larda benzer sonuclar alindig: halde, diisiik IGO’larda ideal olarak
tasarlanmig 6nsiizgecler gercekci olmayan cok yiiksek kazanclar saglamaktadir. Ancak pratikte
gecerli olan, AFD analizi ile saglanabilecek olan degisinti kazanciin belli bir IGO’da en yiiksek



degere ulagmas: ve IGO diigtiikce azalmasidir. Ciinkii cok diisiik IGO’larda AFD benzeri bir
on-analiz ile ton sikliginin yaklagik yerini dogru olarak belirlemek miimkiin olamamaktadir.
CRAS’1n onsiizgecin bant genigligine bagimlilign :  Sekil 3’te 6nceki hesaplamalar-
dan farkli olarak 6nsilizgecin bant genigligi degistiginde AFD analizi ile olusturulan 6nsiizgecin
sagladi) tiim sikhk bandindaki ortalama CRAS kazancimn IGO’ya bagl olarak degisimi goriil-
mektedir. En yiiksek kazang en dar banth siizge¢ tarafindan saglanmaktadir, ciinki bu siizgec
en yiiksek giiriiltii zayiflatmasina neden olmaktadir.

3.2 1iki Ton Durumu

CRAS’larin sikhiga ve iGO’ya bagimlilig: : Sekil 4 ve 5 egit genlikli iki ton sinyali oldugunda
bunlarin CRAS’larina 6nsiizge¢lemenin etkisini gostermektedir. Ton sinyallerinden birinin siklig:
w1 = 7 /2 olarak sabit tutulmus, digerinin sikhginin degistigi varsayilmigtir. Bu hesaplamalarda
gliriiltiilii veri 64, dnsiizgecin diirtii yaniti ise 41 6rnek uzunlugundadir. Sekil 5’te IGO=0dB iken
her iki ton sikhginin CRAS’larinin ton sikhigi farki Aw = (wy—wq)’e gore degisimi goriilmektedir.
Sekil 4’te her iki tonun bitin Aw degerleri igin ortalama CRAS kazanclarinin IGO’ya bagl
olarak degisimi gosterilmistir. Yine Onsiizgecin sikliginin tam olarak bilindigi varsayildigindan,
diigiik IGO’larda gercekci olmayan yiliksek kazanclar goriilmektedir. Ancak tek ton durumunda
AFD doruk analiziyle olusturulan 6nsiizgecin, siklik merkezi tam 6nbilgi ile secilen 6nsiizgecle
yaklagik ayni bagarimi sergiledigi IGO=0dB’de, iki ton durumunda saglanan 1dB civarindaki
iyilesme 6nsilizgeclemenin iki ton durumunda da yararh olacagimi kanitlamaktadir.

3.3 Sonuglarin Yorumu

Tek ve iki ton sinyali ile yapilan hesaplamarin sonuclar: su sekilde 6zetlenebilir:
e Toplanir beyaz Gauss giiriltii ortamindaki ton sinyalleri veriye uyarlanir bicimde 6nsiizgeg-
lendiginde parametrelerin kestirimlerinin CRAS’larinda iyilesme olabilmektedir.
e Bu iyilegmenin Sekil 2 ve 3’te oldugu gibi onsiizgecin verinin AFD doruk analizi ile belir-

lendigi durumda bile saglanmasi 6nstlizgecleme yonteminin gecerliligini gostermektedir.

e Veriye uyarlanir bicimdeki 6nsiizgeclemenin CRAS’lar diigiirmesi sayesinde, bu yontemin
uygulanmasi ve uygun bir kestirici kullanilmasiyla onsiizgecleme Oncesindeki CRAS’dan
daha diiglik degisintisi olan bir kestirim yapilabilecektir.
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Sekil 1: Siklik kestirimi degisintisinin Cramer-
Rao alt simirinin sikliga bagli olarak degisimi, a:
onsuzgeclemesiz, b: onsuzgeclemeli (iGO:OdB,
ornek sayi1s1=30, bant genigligi = 0.42rad)
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§eki1 3:  Ortalama Cramer-Rao kazancinin

IGO’ ya baglh olarak degisimi, a: bant
genigligi=0.42rad, b: bant genisligi=0.46rad, c:
bant genigligi= 1.06rad (6rnek sayis1=30)
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Sekil 2: Ortalama Cramer-Rao kazancinin I1GO’
ya bagli olarak degisimi, a: kusursuz onbilgi ile
belirlenen H, b: AFD ile belirlenen H (6rnek
say1s1=30, bant genigligi—0.42 rad)

CRASKAZANCI (dB)

Sekil 4: 2 ton oldugunda ton sikliklarinin kesti-
rim degigintilerinin ortalama Cramer-Rao kazan-
anmn IGO’ya bagli olarak degigimi, a: siklig:
sabit ton, b: sikhig1 degisen ton (w; = %, ornek
say1s1=64, her bir bant genigligi=0.85rad)
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Qekil 5: 2 ton oldugunda ton sikliklarinin kestirim degisintilerinin Cramer-Rao alt simirinin ton siklig:
farkina baglh olarak degisimi, a: Snsiizgeclemesiz, b: 6nsiizgeglemeli (w1 = 5, IGO=0dB, 6rnek say1s1=64,

her bir bant genigligi=0.85rad)



