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Anahtar S�ozc�ukler � �Ons�uzge�cleme� Cramer�Rao alt s�n�r�� s�kl�k kestirimi� de�gi�sinti�
Fisher bili�sim matrisi

�Ozet�ce
Bu �cal��smada� toplan�r beyaz Gauss g�ur�ult�u ortam�ndaki sin�uzoidal ton sinyallerinin

veriye uyarlan�r bi�cimde �ons�uzge�clendi	ginde� sinyal parametrelerinin kestiriminin iyile�stirile

bilece	gi� Cramer
Rao alt s�n�rlar�n�n �CRAS� d�u�s�ur�ulebilece	gi g�osterilmi�stir� Tek ton sinyali
ve iki ton sinyali i�cin �ons�uzge�clenmi�s durumda CRAS
lar bulunmu�stur� Bu iyile�smenin
s�uzgecin merkez s�kl�	g� g�ur�ult�ul�u veriden kestirildi	gi durumlarda bile sa	glanmakta oldu	gu
g�or�ulm�u�st�ur�

� Giri�s

Toplan�r beyaz Gauss g�ur�ult�u ortam�nda k�sa bir veri kayd�ndan ton tipindeki sinyallerin para�
metrelerinin kestirimi problemi� say�sal sinyal i�slemenin kuram�nda ve uygulamas�nda hala g�un�
celli�gini s�urd�urmektedir ��� �� ��� Bir�cok uygulamada ton s�kl�klar�n�n s�kl�k b�olgesindeki yakla�s�k
yeri �DTMF� Dual Tone Multifrequency Receiver� �cift ton �coklu s�kl�k alma�clarda oldu�gu gibi�
bilinmektedir ya da bir �on�analiz ile� s�ozgelimi� verinin Ayr�k Fourier D�on�u�s�um�u�ndeki �AFD�
tepe noktalar�n� belirleyerek kestirilebilir ��� ��� Bu durumlarda g�ur�ult�ul�u sinyalin tahmin edilen
ton s�kl�klar�n�n y�oresinde dar bant �ons�uzge�clenmesi yoluyla s�kl�k kestiriminin iyile�smesi bek�
lenebilir� En genel olarak sinyal ger�cel sin�uzoidallerin toplam�ndan olu�san�
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ve toplan�r beyaz Gauss g�ur�ult�u ortam�nda g�ozlemlenen�

xn � sn � en n � �� � � � � N ���

olarak tan�mlan�r� Burada feng ba�g�ms�z �ozde�s da�g�l�ml�� s�f�r ortalamal� ve de�gi�sintisi �� olan
bir ger�cel Gauss raslant�sal de�gi�sken dizisini� N veri �orneklerinin say�s�n�� L ton sinyallerinin
say�s�n� g�ostermektedir� Bilinmeyen parametrelerin k��nc� ton sinyali i�cin genlik Ak � ton s�kl��g�
�k ve evre a�c�s� �k oldu�gu varsay�lm��st�r�

�Onerilen y�ontemin a�samalar� �sunlard�r�

�� AFD�deki tepe noktalar�n�n belirlenmesi yolu benzeri bir �onanaliz ile sin�uzoidal s�kl�k
de�gerlerini kabaca kestirmek�

�� Kestirilen s�kl�k de�geri hakk�ndaki bilgi kullan�larak� bu s�kl�k ve yak�n�ndaki s�kl�k bile�sen�
lerini ge�ciren bir bant�ge�ciren s�uzge�c olu�sturulmas� ve ����deki i�saretin s�uzge�clenmesi�

�� Sinyal parametrelerini kestirmek �uzere s�uzge�clenmi�s veriyi kullanan yetenekli bir kestirici�
nin �modele dayal� kestiriciler gibi� kullan�lmas��

�Bu �cal��sma T�UB�ITAK taraf�ndan EEEAG��� ve EEEAG�	�
 say�l� projeler kapsam�nda desteklenmektedir�



� �Ons�uzge�clenmi�s CRAS�lar�n Bulunmas�

Bilindi�gi gibi parametrik ba�g�ml�l��g� olmayan bir s�uzge�cle yap�lan do�grusal bir s�uzge�cleme CRAS��
larda herhangi bir iyile�stirme yaratamaz ���� Ancak buradaki �ons�uzge�cleme veriye uyarlan�r
oldu�gundan do�grusal�olmayan bir i�sleme kar�s�l�k d�u�smektedir ve dolay�s�yla CRAS�larda bir
iyile�sme beklenebilir� S�oz konusu s�uzge�cleme �onceki b�ol�umde ana hatlar�n�n anlat�ld��g� gibi
verinin analizinden spektral doruklar� bulmaya� bu doruklara konumlanm��s s�uzge�clerle veriyi
s�uz�up s�kl��g� kestirmeye� kestirilen s�kl��g� geri besleyerek s�uzge�c konumunu yeniden ayarlamaya
dayan�r� Bu i�slemler dizisi bir evre kenetlemeli d�ong�uy�u �EKD� and�rmaktad�r�

Burada ��n�n bilinmeyen bir parametre vekt�or�u ve y�nin de parametreleri � ile g�osterilen
ger�cel bir Gauss raslant�sal de�gi�sken vekt�or�u oldu�gunu kabul edelim� E�ger ���� ve R��� bu
raslant�sal vekt�or�un beklentisini ve de�gi�sinti matrisini g�osteriyorsa� Fisher bili�sim matrisinin
�FBM� �k�l��inci eleman� a�sa�g�daki �sekilde g�osterilebilir�
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burada ���y karma�s�k e�slenik devri�gi g�ostermektedir� Parametre vekt�or�u � ise beyaz Gauss
g�ur�ult�u ile bula�sm��s tek bir sin�uzoidal sinyal i�cin �su �sekilde tan�mlan�r�
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burada ��A� � s�ras�yla s�kl��g�� genli�gi ve evreyi g�ostermektedir� �Ons�uzge�cleme i�slemini giri�s
veri vekt�or�u x �uzerinde bir H matrisi ile g�osterirsek� �c�k��s vekt�or�u y � Hx olur� Burada
x � �x� � � �xN �T giri�s vekt�or�un�u� y � �y� � � �yM �T �ons�uzgecin �c�kt�s�n�� ve H ise �N �M� boyut�
lar�ndaki� � parametre vekt�or�une ba�g�ml� ve �p� � uzunlu�gundaki bir �ons�uzge�c d�urt�u yan�t�na
kar�s�l�k olan evri�sim matrisini g�ostermektedir� y�nin beklentisi ve de�gi�sintisi �su �sekilde ifade
edilmektedir�

Efyg � Hs � ����A� ��

covfyg � ��HHy � R���A� �� 	
���

Bu tan�mlar�n kullan�m�yla F���
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olarak verilir� Burada H� � �H
�� ve s� � �s

�� olarak tan�mlanm��st�r� A ve ��n�n bilindi�gi durumda
��n�n de�gi�sintisinin CRAS��
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olmaktad�r� FBM�de H matrisinin ��ya parametrik ba�g�ml�l��g� olmad��g� durumlarda CRAS��n
�ons�uzge�cleme yap�lmad��g� durumdaki ifadeye d�on�u�st�u�g�u g�or�ulecektir�
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Herhangi bir A matrisi ve v vekt�or�u i�cin ge�cerli olan

vyAv � tr
h
Avvy

i
�ozde�sli�gi kullan�larak ��� nolu e�sitlik
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�seklinde g�osterilebilir� �Ons�uzge�clemenin CRAS�� d�u�s�urmesi i�cin a�sa�g�daki �sekilde tan�mlanan
F��� i�cin F��� fark��n art� tan�ml� olmas� gerekmektedir�

F��� � F��� eski � F��� fark ���

Dikkat edilirse CRAS ifadesinde �HHy� matrisinin evri�gi bulunmaktad�r� Bu ifadenin evrilirli�gi�

ni garantilemek i�cin �ons�uzge�c matrisi H � �HHy� matrisi tam kerteli �full rank� olacak �sekilde
olu�sturulmal�d�r� H matrisinin kertesi min�M�N� ile s�n�rl� oldu�gundan� M � N olmal�d�r� Bu
ise do�grusal evri�sim uyguland��g�nda en az �p ge�cici rejim teriminin at�lmas� anlam�ndad�r� H

matrisi �su �sekillerde olu�sturulabilir�

� M�N��p olacak �sekilde do�grusal evri�sim uygulanmas�� Bu se�cim b�ut�un ge�cici rejim te�
rimlerinin at�lmas� anlam�ndad�r� Bu y�ontemin dezavantaj� at�lan terimler nedeniyle bilgi
kayb�na yol a�cmas�d�r�

� M�N olacak �sekilde do�grusal evri�sim uygulanmas�� Bu se�cim �p ge�cici rejim teriminin
at�lmas� ancak di�ger �p ge�cici rejim teriminin saklanmas� anlam�ndad�r� Uygun bir se�cim
do�grusal evri�simin N��p uzunlu�gundaki �c�kt�s�n�n ba�stan ve sondan p adet ge�cici rejim
teriminin at�lmas�d�r� Bu y�ontemde at�lan terimlerin yol a�ct��g� bilgi kayb� ilk y�onteme
k�yasla daha azd�r�

� D�oner evri�sim �circular convolution� uygulanmas�� �p terimin �ort�u�smesiyle veride bozul�
maya yol a�cmas�na kar�s�n getirdi�gi hesaplama kolayl��g� ve bu bozulman�n yol a�ct��g� bilgi
kayb�n�n� M�N��p olan do�grusal evri�simden daha az olabilmesi nedeniyle tercih edilebilir�

D�oner evri�sim uygulan�nca H matrisi dolan�r �circulant� olacakt�r� �N �N� boyutlar�ndaki
bu matrisin kertesi N�dir ve bu matris b�ut�un dolan�r matrisler gibi AFD matrisi V ile a�sa�g�daki
�sekilde k�o�segenle�stirilir�

Hd�oner � V yDV	
Burada V � �N �N� boyutlu AFD matrisidir ve �su �sekilde yaz�labilir�
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�Ons�uzgecin d�urt�u yan�t� �cift bir i�slev oldu�gundan k�o�segenel matris D ger�celdir� tr�AB� �
tr�BA� ve V yV � V V y � I ile D ve s�nin her birinin ger�cel olmas�ndan dolay� F���fark �su
�sekilde bulunabilir�
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Daha genel durumda yani A ve � da bilinmiyorsa F �nin di�ger elemanlar� da benzer �sekilde
bulunur ����

��� �Iki Ton Sinyali Oldu	gunda FBM
nin Hesaplanmas�

Toplan�r beyaz Gauss g�ur�ult�u ile bula�sm��s iki sinuzoidal ton sinyali oldu�gunda ve bunlar�n A�

ve A� ile �� ve �� olarak g�osterilen genlik ve evreleri bilindi�ginde parametre vect�or�u � �s�oyle
tan�mlan�r�
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y�nin beklentisi ve de�gi�sintisi �su �sekilde ifade edilmektedir�

Efyg � Hs � ����� A�� ��� ��� A�� ���

covfyg � ��HHy � R���� ��� 	
����

Daha sonra ��� �� boyutlu FBM�in elemanlar�ndan� F��� ve F���� ����deki ifadenin ayn�s� olarak
yaln�zca ��y� �� veya �� ile de�gi�stirerek bulunur� F��� a�sa�g�daki �sekilde hesaplan�rken�
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F��� ise bu ifadede �� ve ���in yerlerini de�gi�stirerek bulunur� E�ger H � Hd�oner ise tek ton
durumundakine benzer k�saltmalar s�oz konusudur� F��� ve F��� yine ��
��daki gibi �� ve ��
s�kl�k parametresi olarak bulunur� F��� ve F��� ise �s�oyle hesaplan�r�
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� CRAS Sonu�clar� ve Yorumu

��� Tek Ton Durumu

CRAS��n s�kl��ga ba�g�ml�l��g� � �Sekil ��de 
IGO�
dB� �ornek say�s� �
 oldu�gunda �ons�uzge�clen�
mi�s ve s�uzge�clenmemi�s verilerin CRAS�lar�n�n s�kl��ga ba�gl� olarak de�gi�simi g�osterilmektedir�
�Ons�uzge�c verinin AFD�sinin doruklar�n�n belirlenmesiyle olu�sturulmu�stur� �Ons�uzgecin uzunlu�gu
��� g�ur�ult�u e�sde�ger bant geni�sli�gi ise 
��� radyand�r� Bu de�gerler i�cin �ons�uzge�clemenin t�um s�kl�k
band�nda yakla�s�k olarak � dB dolay�nda CRAS�da iyile�sme sa�glad��g� g�or�ulmektedir�
CRAS��n �IGO�ya ba�g�ml�l��g� � �Sekil ��de �ons�uzge�clemenin b�ut�un s�kl�klarda sa�glad��g� or�
talama kazanc�n 
IGO�ya ba�gl� olarak de�gi�simi g�osterilmi�stir� �Ustteki e�gri �ons�uzgecin kusursuz
�onbilgi ile olu�sturuldu�gu� alttaki ise AFD analizi ile belirlendi�gi durumu g�ostermektedir� Her
iki durumda da y�uksek 
IGO�larda benzer sonu�clar al�nd��g� halde� d�u�s�uk 
IGO�larda ideal olarak
tasarlanm��s �ons�uzge�cler ger�cek�ci olmayan �cok y�uksek kazan�clar sa�glamaktad�r� Ancak pratikte
ge�cerli olan� AFD analizi ile sa�glanabilecek olan de�gi�sinti kazanc�n�n belli bir 
IGO�da en y�uksek



de�gere ula�smas� ve 
IGO d�u�st�uk�ce azalmas�d�r� �C�unk�u �cok d�u�s�uk 
IGO�larda AFD benzeri bir
�on�analiz ile ton s�kl��g�n�n yakla�s�k yerini do�gru olarak belirlemek m�umk�un olamamaktad�r�
CRAS��n �ons�uzgecin bant geni�sli�gine ba�g�ml�l��g� � �Sekil ��te �onceki hesaplamalar�
dan farkl� olarak �ons�uzgecin bant geni�sli�gi de�gi�sti�ginde AFD analizi ile olu�sturulan �ons�uzgecin
sa�glad��g� t�um s�kl�k band�ndaki ortalama CRAS kazanc�n�n 
IGO�ya ba�gl� olarak de�gi�simi g�or�ul�
mektedir� En y�uksek kazan�c en dar bantl� s�uzge�c taraf�ndan sa�glanmaktad�r� �c�unk�u bu s�uzge�c
en y�uksek g�ur�ult�u zay��atmas�na neden olmaktad�r�

��� �Iki Ton Durumu

CRAS�lar�n s�kl��ga ve �IGO�ya ba�g�ml�l��g� � �Sekil � ve � e�sit genlikli iki ton sinyali oldu�gunda
bunlar�n CRAS�lar�na �ons�uzge�clemenin etkisini g�ostermektedir� Ton sinyallerinden birinin s�kl��g�
�� � 
�� olarak sabit tutulmu�s� di�gerinin s�kl��g�n�n de�gi�sti�gi varsay�lm��st�r� Bu hesaplamalarda
g�ur�ult�ul�u veri ��� �ons�uzgecin d�urt�u yan�t� ise �� �ornek uzunlu�gundad�r� �Sekil ��te 
IGO�
dB iken
her iki ton s�kl��g�n�n CRAS�lar�n�n ton s�kl��g� fark� �� � ��������e g�ore de�gi�simi g�or�ulmektedir�
�Sekil ��te her iki tonun b�ut�un �� de�gerleri i�cin ortalama CRAS kazan�clar�n�n 
IGO�ya ba�gl�
olarak de�gi�simi g�osterilmi�stir� Yine �ons�uzgecin s�kl��g�n�n tam olarak bilindi�gi varsay�ld��g�ndan�
d�u�s�uk 
IGO�larda ger�cek�ci olmayan y�uksek kazan�clar g�or�ulmektedir� Ancak tek ton durumunda
AFD doruk analiziyle olu�sturulan �ons�uzgecin� s�kl�k merkezi tam �onbilgi ile se�cilen �ons�uzge�cle
yakla�s�k ayn� ba�sar�m� sergiledi�gi 
IGO�
dB�de� iki ton durumunda sa�glanan �dB civar�ndaki
iyile�sme �ons�uzge�clemenin iki ton durumunda da yararl� olaca�g�n� kan�tlamaktad�r�

��� Sonu�clar�n Yorumu

Tek ve iki ton sinyali ile yap�lan hesaplamar�n sonu�clar� �su �sekilde �ozetlenebilir�

� Toplan�r beyaz Gauss g�ur�ult�u ortam�ndaki ton sinyalleri veriye uyarlan�r bi�cimde �ons�uzge�c�
lendi�ginde parametrelerin kestirimlerinin CRAS�lar�nda iyile�sme olabilmektedir�

� Bu iyile�smenin �Sekil � ve ��te oldu�gu gibi �ons�uzgecin verinin AFD doruk analizi ile belir�
lendi�gi durumda bile sa�glanmas� �ons�uzge�cleme y�onteminin ge�cerlili�gini g�ostermektedir�

� Veriye uyarlan�r bi�cimdeki �ons�uzge�clemenin CRAS�lar� d�u�s�urmesi sayesinde� bu y�ontemin
uygulanmas� ve uygun bir kestirici kullan�lmas�yla �ons�uzge�cleme �oncesindeki CRAS�dan
daha d�u�s�uk de�gi�sintisi olan bir kestirim yap�labilecektir�
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�Sekil �� S�kl�k kestirimi de	gi�sintisinin Cramer

Rao alt s�n�r�n�n s�kl�	ga ba	gl� olarak de	gi�simi� a�
�ons�uzge�clemesiz� b� �ons�uzge�clemeli ��IGO��dB�
�ornek say�s����� bant geni�sli	gi � ����rad�
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�Sekil �� Ortalama Cramer
Rao kazanc�n�n �IGO

ya ba	gl� olarak de	gi�simi� a� kusursuz �onbilgi ile
belirlenen H� b� AFD ile belirlenen H ��ornek
say�s����� bant geni�sli	gi����� rad�
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�Sekil �� Ortalama Cramer
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�Sekil �� � ton oldu	gunda ton s�kl�klar�n�n kestirim de	gi�sintilerinin Cramer
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