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Özetçe

Dürtün (impulsive) ortamda g̈ozlemlenen sin̈uzoidal sıklık kestiriminde Gauss gürültü varsayımına da-

yanan teknikler bas¸arı saǧlayamazlar. Bu durumlarda daha iyi kestirimler elde etmenin bir yolu gürültünün

alfa-kararlı bir süreç olarak modellenmesi ve verinin kesirli alc¸ak kerteli istatistikleri (KAK̇I) ile sinyal

parametrelerinin kestirilmesidir. Bu c¸alışmada verininözděgişim (covariation) matrisinin ikinci kerteden

istatistik kullanımındakïozděgişinti matrisinin yapısı ile benzerlikler tas¸ımasından yararlanılmıs¸tır. Bu mat-

risin özvekẗor analizinin yapılması ile g̈urültü ve sinyal altuzay ÿontemleri ile çoklu ton sinyallerinin sıklık

kestirimine varılmıs¸tır. Sınanan KAK̇I’ye dayalı sıklık kestirimi ÿontemlerinden ÿuksek c¸öz̈unürlük özelliǧi

gösteren KAK̇I-MUSIC’in dürtün gürültü ortamında sin̈uzoidal sıklık kestiriminde, ikinci kerteden istatistiǧe

dayalı MUSIC’ten dahäusẗun bir başarım sergiledǐgi gösterilmiştir.

1 Giriş

Sinüzoidal sıklık kestirimindeki c¸oǧu çalışma toplanır g¨urültünün Gauss daˇgılımına sahip olduˇgunu varsay-

maktadır. Gauss modeli teorik c¸alışmayı kolaylas¸tırıcı ve işlemsel yoǧunluǧu azaltıcı ¨ozellikler taşımaktadır.

Gürültü daǧılımı özellikle daǧılımın etekleri dikkate alındıˇgında yaklas¸ık olarak bir Gauss modele uydurula-

biliyorsa, Gauss g¨urültü varsayımı ile iyi kestiriciler tasarlanabilir. Fakat g¨urültü Gauss-olmayan, ¨ozellikle etek-

leri dolu bir daǧılım sınıfındaysa veya d¨urtün bir doǧası varsa, Gauss g¨urültüsü varsayımına dayanan parametre

kestiricileri başarısız olur.

Dürtün (impulsive) g¨urültü süreçleri kararlı daǧılımlarla modellenebilir. Eˇger sinyal c¸ok sayıda baˇgımsız ve

eşdeǧer daǧılımların toplamı olarak d¨uşünülebiliyorsa, bu daˇgılım Genelles¸tirilmiş Merkezi Limit Teoremi’ne

göre kararlı bir daˇgılım olacaktır [1]. Ayrıca kararlı daˇgılımlar limitlerinde Gauss daˇgılımını da kapsamaktadır.

Eǧer toplanır g¨urültü etekleri dolu bir daˇgılıma sahipse verinin ¨ozdeǧişim (covariation [2]) katsayılarını kul-

lanan sıklık kestiricileri Gauss g¨urültüsü varsayımına dayanan verinin ikinci kerteden istatistiklerini kullanan

kestiricilerden daha bas¸arılı olmaktadır.

Bu çalışmadaözdeǧişim katsayılarını kullanan altuzay teknikleriyle sıklık parametresi kestirimi ele alın-

mıştır. 2. bölümde S�K daǧılımlar kısaca anlatılmıs¸tır. 3. bölümde kesirli alc¸ak kerteli momentlerin (KAKM)

sıklık kestirimi problemine uygulanması anlatılmıs¸tır. Benzetim sonuc¸ları 4. bölümde incelenmektedir. Vargı-

lar ise 5. bölümde verilmektedir.



2 S�K Daǧılımlar

Simetrik�-kararlı daǧılımlar (S�K) kararlı daǧılımların önemli bir altsınıfını olus¸tururlar. S�K bir daǧılımın

karakteristiküsteli �, (0 < � � 2); konum parametresiÆ, (�1 < Æ < 1) ve sac¸ılımı , ( > 0) ile

gösterildiǧinde bir S�K deǧişkenin karakteristik is¸levi

�(!) = exp fjÆ! � j!j�g (1)

şeklinde verilir. Gauss g¨urültü varsayımında olduˇgu gibi genelliǧi yitirmeden konum parametresiÆ = 0 olarak

kabul edilebilir. Bu durumda karakteristik is¸lev

�(!) = exp f�j!j�g (2)

olur. S�K daǧılımların yalnızcap < � kertesinden momentleri tanımlıdır. Bu y¨uzden verinin ikinci kerteden

istatistiǧine dayalı kestirim y¨ontemleri uygulanamaz. Bir c¸özüm KAKM’lerin kullanılmasıdır [1]. Analizde

ikinci kerteden momentler yerine ¨ozdeǧişim deǧerleri kullanılmıştır.İki tane ortak S�K, gerçel ve sac¸ılımlarıx
vey olan rastlantısal deˇgişkeninözdeǧişimi

[X;Y ]� =
E[XY

<p�1>]

E[jY jp]
y ; 1 � p < � (3)

şeklinde verilir. Buraday = [Y; Y ]� rastlantısal deˇgişkenY ’nin saçılımıdır veY<p�1> = jY jp�2Y olarak

tanımlanmıs¸tır.

3 Sıklık Kestirimi Problemi

Sinyal gerc¸el sinüzoidallerin toplamından olus¸makta,

sn =
KX

k=1

Aksin(!kn+ �k) (4)

ve toplanır S�K gürültü ortamında g¨ozlemlenmektedir.

xn = sn + zn n = 1; � � � ; N (5)

Burada bilinmeyen parametrelerin k’ıncı ton sinyali ic¸in genlik Ak, ton sıklıǧı !k ve evre ac¸ısı �k olduǧu

varsayılmıs¸tır. N veri örneklerinin sayısını,K ton sinyallerinin sayısını g¨ostermektedir.xn ve zn ise gözlem-

lenen diziXn ve S�K gürültü dizisiZn’nin gerçeklenimleridir.

Gürültü örnekleri baˇgımsız veözdeşdaǧılımlı olduklarında, g¨ozlemlenen dizi kararlı bir ¨ozbaǧlanımlı (au-

toregressive) (̈OB) işlev olarak modellenebilir:

Xn = a1Xn�1 + � � �+ aMXn�M + b0Zn: (6)

BöyleceXn�m verildiǧindeki genelles¸tirilmiş Yule-Walker es¸itlikleri

E[XnjXn�m] = a1E[Xn�1jXn�m] + � � � + aME[Xn�M jXn�m]; (7)

E[Xn+ljXn] = �(l)Xn (8)



şeklinde elde edilir. Buradam = 1; � � � ;M ’dir. Eǧer�(l),Xn+l’nin Xn ile özdeǧişim katsayılarını g¨osteriyor-

sa,ÖB katsayıları as¸aǧıdaki eşitlik sisteminin ç̈ozümü olarak bulunur.
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Özdeǧişim matrisi alfa-kararlı s¨ureçler için, özdeǧişinti (covariance) matrisinin Gauss s¨ureçler için taşıdı-

ǧı! la na benzer bir anlam tas¸ımaktadır. Özdeǧişim matrisineözvektör ayrıştırması uygulandıˇgında, büyük

özdeǧerler sinyal altuzayı ¨ozvektörlerine ait olmakta, diˇger özvektörler ise gürültü altuzayını olus¸turmaktadır.

Böyleceözdeǧişim matrisine uygulanan bir analiz sonrasında uygun bir sinyal ya da g¨urültü altuzayı tekniˇgi

ile sinyal parametreleri kestirilebilir.̈Ozdeǧişim matrisinin bakıs¸ımlı olmadıǧına dikkat edilmelidir. Bu y¨uzden

analiz daha zorlas¸makta ve Gauss s¨ureçler için geliştirilmiş olan birçok altuzay parametre kestirim tekniˇgi

alfa-kararlı s¨ureçler için uygulanamamaktadır.

Özdeǧişim matrisini ilk kez Tsakhalides ve Nikias MUSIC y¨onteminde kullanarak gelis¸ yönü kestirimi

problemine uygulamıs¸tır [3]. Daha sonra Altınkaya v.d. tarafından bu Kesirli Alc¸ak Kerteli̇Istatistiǧe dayalı MU-

SIC (KAKİ-MUSIC) olarak adlandırabileceˇgimiz yöntem sin¨uzoidal sıklıkların alfa-kararlı g¨urültü ortamında

kestirilmesinde kullanılmıs¸tır [4]. Aynı çalışmada bir sinyal altuzayı sıklık kestirim y¨ontemi olan Bartlett kes-

tiricisinin de KAKİ’ye dayalı olanı, KAK̇I-Bartlett kestiricisi, tanıtılmıs¸tır. [7]’de ise sinüzoidal sıklıkların

alfa-kararlı gürültü ortamında kestirilmesinde KAKİ tabanlı Tufts Kumaresan ve En K¨uçük Norm (KAKİ-TK

ve KAKİ-EKN)teknikleri tanıtılmış, ve KAKİ-MUSIC, KAK İ-Bartlett, KAKİ-TK ile KAK İ-EKN’nin sınan-

ması sonucunda, KAK̇I-MUSIC ve KAKİ-Bartlett’ın diǧerlerinden daha bas¸arılı oldukları bulunmus¸tur.

Bu çalışmada alfa-kararlı g¨urültüde gözlemlenen c¸oklu sinüzoitlerin sıklıklarının KAK̇I tabanlı altuzay

teknikleriyle kestirimi aras¸tırılacaktır. Yeni sıklık kestiricilerinin tanıtılmasında bu kestiricilerin ¨once tek bir

sinüzoidin sıklık parametresi kestirimine uygulanması anlamlıdır [4, 7]. Ancak altuzay tekniklerini kullanan

sıklık kestiricileri yüksek ç̈ozünürlüklerinden dolayı ¨ozellikle sıklık bölgesinde yakın konumlu sin¨uzoitlerin

sıklık kestiriminde ¨one çıkmaktadır. Bu y¨uzden bu c¸alışmada c¸oklu sinüzoitlerin sıklıklarının alfa-kararlı g¨u-

rültü ortamında kestirilmesinde KAKİ tabanlı çeşitli altuzay teknikleri sınanacak ve bas¸arımları ikinci kerteden

istatistiǧe dayalı kestiricilerle kars¸ılaştırılacaktır.

4 Benzetim Çalışmaları

Bu çalışmada KAK̇I-MUSIC, KAK İ-Bartlett, MUSIC ve Bartlett y¨ontemleri ile alfa-kararlı g¨urültü ortamındaki

gerçel sinüzoidallerin sıklıkları kestirilecektir. Gelis¸tirilmiş KAKM (GKAKM) (modified FLOM) kestiricisi

[3] p 2 [0; 2] aralıǧındaki moment kerteleri ic¸in

ĈMFLOM(k; l) =

P
N�M+1

i=1
Xk+i�1jXl+i�1j

p�2
X
�

l+i�1P
N�M+1

i=1
jXl+i�1jp

k; l = 1; � � � ;M (10)

şeklinde verilmekte ve ¨orneklemözdeǧişim matrisiĈ’in (k; l)’inci elemanını bulmakta kullanılmaktadır.M ,

ÖB model kertesini g¨ostermektedir. G¨urültü ortamının d¨urtünlüǧü S�K gürültünün � ve  parametreleri ile

kontrol edilmiştir. S�K gürültüyü üretmek için Tsihrintzis ve Nikias’ın ac¸ıkladıǧı [5] yöntem kullanılmıs¸tır.



Bu Chambers v.d. [6] tarafından anlatılan bakıs¸ımlı olmayan�-kararlı rastlantısal deˇgişkenleri üretmekte de

kullanılabilen yönteminözel bir durumudur. Benzetimlerde ton sinyallerinin sayısı ikidir. Ton sıklıklarından

birisi f1 = 0:25’de sabitlenmis¸tir. Monte Carlo yürütümlerinin her birinde ayrı g¨urültü ve faz gerc¸ekleşimi

uygulanmıs¸tır. KAKİ moment kertesip = 0:8 olarak sec¸ilmiştir. Özdeǧişim matrisi ise20�20 boyutlarındadır.

4.1 Dĕgişinti ve yanlılı ǧın sıklığa bǎgımlı deǧişimi

Şekil 1’de MUSIC ve KAK̇I-MUSIC sıklık kestiriciyle yapılan sıklıˇgı deǧişen tonun kestirimlerinin ¨ornek

değişintisinin ve yanlılıǧının ton sinyallerinin d¨uzgelenmis¸ sıklık farkına göre değişimi görülmektedir.� = 1’dir

(Chauchy g¨urültü) ve GSGO:= 10 log ( 1

N

P
N

n=1 jsnj
2) olarak tanımlanan genelles¸tirilmiş sinyal gürültü oranı 2

dB olup veri uzunluˇguN = 1000’dir. Gürültü ve faz gerc¸ekleşimlerinin sayısı 200’d¨ur. KAK̇I-MUSIC sıklık

kestiricisi bu benzetimlerde MUSIC’ten 3 dB daha az bir ¨ornek de˘gişintisini saǧlamıştır.

Yanlılık eǧrisi f2 � f1 = 0 çevresinde bakıs¸ımlılık göstermektedir. KAK̇I-MUSIC, MUSIC sıklık kestiri-

cisine göre çok üstün bir başarım sergilemektedir. Yanlılıklarının farkıf2 � f1 = �0:25 yöresinde 0.2’den

fazladır.

4.2 Çözünürl ük olasılıǧının GSGO’ya ve�’ya baǧımlı deǧişimi

Şekil 2’de MUSIC ve KAK̇I-MUSIC sıklık kestiricilerinin ç̈ozünürlük olasılıklarının GSGO’ya baˇgımlı deǧi-

şimi görülmektedir. Ayrık Fourier D¨onüşümü (periodogram) kestiricisi ile elde edilen c¸özünürlük olasılıǧı da

şekilde gösterilmiştir. Çözünürlük durumunu (event) tanımlamak ic¸in

�(f1; f2)
:
= P (fm)�

1

2
fP (f1) + P (f2)g > 0

rastlantısal es¸itsizliǧi kullanılmıştır [8]. Buradaf1 vef2 ton sıklıkları,fm = (f1+ f2)=2 ton sıklıklarının orta-

laması,P (f) ise kestiricinin genlik spektrumunun tersidir. Yani ton sıklıklarıP (f)’de spektral sıfırlara kars¸ılık

gelmektedirler.� ise karar istatistiˇgidir. Böylece es¸itsizliǧin gerçeklenmesi ton sıklıklarının c¸özündüǧünü gös-

termektedir. Benzetimler sonucunda c¸özünürlük olasılıǧı �’nun doǧrulandıǧı benzetimlerin toplam benze-

tim sayısına b¨olünmesiyle bulunmaktadır. S¸ekil 2’deki benzetimlerde� = 1 ve N = 50’dir. Burada ton

sıklıklarının farkı Gauss g¨urültüdeki Fourier c¸özünürlük sınırının d¨ort katı olmakla birlikte, AFD’ninözel-

likle düşük GSGO deˇgerlerinde MUSIC ve KAK̇I-MUSIC’ten daha bas¸arısız olduˇgu görülmektedir. KAK̇I-

MUSIC’in MUSIC’e üstünlüǧü iseGSGO = 0 dB’de 0.08’e kadar c¸ıkmaktadır. S¸ekil 3’te MUSIC ve KAK̇I-

MUSIC ve AFD sıklık kestiricilerinin c¸özünürlük olasılıklarının�’ya baǧımlı deǧişimi görülmektedir. Bu

kestiriciler arasında en bas¸arılıları olan KAK̇I-MUSIC � = 1:5 iken % 100 c¸özünürlüǧe ulaşırken, bu ç̈ozünür-

lüǧü MUSIC� = 1:6 iken, AFD ise ancak� = 2 olduǧunda yakalayabilmektedir.

4.3 Dĕgişinti azalmasının GSGO’ya bǎgımlı deǧişimi

Şekil 4’de ise KAK̇I-MUSIC sıklık kestiricisinin MUSIC sıklık kestiricisine kıyasla sıklık ekseninde orta-

laması alınmıs¸ örnek de˘gişintide sağladığı azalmanın GSGO’ya g¨ore değişimi görülmektedir. Monte Carlo

yürütümlerinin sayısı 1000’dir.� = 1:1 iken� = 1:8 durumuna oranla daha y¨uksek bir iyileşme saˇglanmaktadır.



5 Vargılar

Sıklık kestirimi probleminde toplanır g¨urültü S�K bir süreçolarak modellenebildiˇginde KAK̇I’ye dayalı al-

tuzay teknikleri birden c¸ok ton sinyali olduˇgunda da tek ton sinyali olduˇgundaki gibi [4, 7] ikinci kerteden

istatistiǧe dayalı kars¸ılıklarına kıyasla daha bas¸arılı olmaktadır. Bu durum ¨ozellikle gürültünün dürtün karak-

terini gösteren alc¸ak � deǧerlerinde daha belirgindir. Aras¸tırılan kestiricilerden Bartlett ve KAKİ-Bartlett’ın

tek ton sinyali olduˇgu durumdan farklı olarak ton sıklıklarını c¸özmekteki bas¸arısızlıkları yüzünden birden c¸ok

sinüzoit olduǧunda KAK̇I kullanan kestiricileri sınamak ic¸in uygun olmadıkları g¨orülmüştür. Bu yüzden MU-

SIC ve KAKİ-MUSIC ile alınan benzetim sonuc¸ları deǧerlendirilmiştir. KAKİ-MUSIC çoklu sinüzoitlerin

sıklıklarının kestiriminde de hem d¨urtün gürültüde MUSIC’ten c¸ok daha bas¸arılı olup hem de g¨urültünün dürtün

karakterinin olmadıˇgı durumlarda yaklas¸ık onunla aynı bas¸arımı elde ederek g¨urbüz bir kestirici olduǧunu

göstermiştir.
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Şekil 2: MUSIC, KAKİ-MUSIC, AFD sıklık kestirici-
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tiricilerinin çözünürlük olasılığının karakteristik ¨ustele

göre değişimi, a: MUSIC, b: KAKİ-MUSIC, c: AFD

(GSGO = 2dB, M = 20, N = 50, f2 � f1 = 0:08,

1000 gürültü ve faz gerc¸ekleşimi)
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Şekil 4: KAK İ-MUSIC sıklık kestiricisinin MUSIC’e kıyasla sıklık ekseninde ortalaması alınmıs¸ örnek de˘gişintide

sağladığı azalmanın GSGO’ya g¨ore değişimi, a: � = 1:1, b: � = 1:8 (M = 20, N = 50, 1000 gürültü ve faz

gerçekleşimi)


